CÁLCULO DE UMA VARIÁVEL 6. PRIMITIVAS & INTEGRAIS 


6.1 Derivação & Integração: regras básicas 


E REGRAS BÁSICAS DE DERIVAÇÃO 


1. Regra da soma: pretas rdias aan ad asda irá di ai (u+k-v) =u +k-v', k constante 
2 Regra do Prodūtői. sserssssrorsssusro risani annn ESO ESSES (u-v =u -v+u v 
. uy uw-v—u v 
3. Regra do Quociente: .....s.sssesrrrrrerrrrsrrrrrerrrrerrreresrrrrerrrrr ( ) = J 
v v 
4. Regra da Potência: esrprp agia TR RT a [zP] = pa?! 
5: dC etnia aa ei E [f(u(x)] = f(u(x) -u!(x) 
d df d 
6. Regra da Cadeia II: (Notação de Leibniz) .......cccciiciiicticiiiitccr serrana d = d Ea 
de du de 
E AS FUNÇÕES ELEMENTARES E SUAS DERIVADAS 
1. Logaritmo Natural de g:  upspssaatons ain san sa nando lngou logs Dilnzj=1l/2, 2>0 
2. Exponencial de £: spustpasasrsrdeds piadas pi Dad ii dad Di E e ou expa; Die)=e 
O CS Th areen e e EE E EE i E sing ou seng; D(sen z) = cos g 
4. Cosse de T: apresse pe pr et t Aig nede edp e E EE E cosg; D(cosz) = — senz 
5: Tangente demi sisie iisas Sirei eiiis eesriie tanz ou tgz; D(tang) = sec? g 
6. Secañte defi  suspogasepanopapapsopane pagas sra O secar D(secx) = secz tan g 
7. Cotangente de £  .uuessssiresirerrrrererrrrrrerererrer: cot g ou cotggz; D(cot g) = — cosec? z 
8. Cossecante de £:  ...s.sssirerrrrirerrrrrrerer csc g ou cosec x; D(cosec x) = — cosec a cotg x 


Se f (x) é uma função cuja derivada não se nula no intervalo (a, b), então sua inversa g (y) é derivável 
no intervalo (c, d), com derivada 


TEE N 
90) =) << b (6.1) 


Com auxílio da fórmula (6.1) podemos chegar às derivadas das funções trigonométricas inversas, em 


um intervalo adequado. 
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1. Derivada do Arcoseno: .........ciciiiis cicero D(arcsen z) = = —=T/2 < £ < T/2. 
2. Derivada do Arcocosseno: ......ssssseeesrrrrrrrrrrrrn D(arccos z) = — = a 
3. Derivada do Arcotangente: .......cccciscscscccrerers Daria) = a —T/2 < x < T/2. 
4. Derivada do Arcocotangente: .......sssssrrrrrrrrrrr D(arccotgz) = -z Do ai 
5. Derivada do Arcosecante: ......ciciciciisiiics circo D(arcsec z) = ER pap do 
6. Derivada do Arcocosecante: apsusanasabamanonananaso D(arccosec x) = l l>; 


“eva 


E REGRAS BÁSICAS DE INTEGRAÇÃO 


A partir das derivadas das funções básicas, obtemos a seguinte tabela de primitivas: 


qr 
01. [ris +C, n&-l 02. [sect ado — tans +C 
n+1 
1 
03. Gas = log|z| +C, x#0 04. f cosee? ade = — cotg x + C 
z 
05. fea =e" +C 06. f secztanzdz = secr +C 
a” 
07. fado Doro, a>0eazl 08. | coscc z cot zde = — coseea + € 
na 
k k 
09. f sen(tajas = ta E) +C 10. f osthajds = cem E) +C 
dx da 
11. —— = arcsen g + C 12. [555 = — arccos z + C 
o VI — 22 
dx —da 
13. — =arctanz +C 14. —— = arccotg ar + C 
fi + q? vV1+ 4x2 É 
da —da 
15. ——— = arcsecx +C 16. — ww = arccoseca + C 
fm va2— 1 |jæļ| Vz? — 1 


E ESCREVENDO PARA APRENDER 


1. Em cada caso, determine a primitiva F (x) da função f (x), satisfazendo à condição especificada. 
a tos dr r=: hrer Fin araa Fr 


2. Certa função derivável f(x) é tal que f(x) > 0, Vx, e f (1) = 1. Sabendo que f'(x) = zf (x), 


encontre a expressão que representa f(x). (sug.: derive a função g(x) = In[f(x)]) 
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3. Sejam f e g funções deriváveis em R e suponha que f(0) = 0 e g(0) = 1. Se f'(x) = g(x) e 
g (x) = —f (x), Yx, mostre que função h (x) = [f (x) — sen z]? + [g (x) — cos x]? tem derivada nula 


e, portanto, é constante. A partir daí deduza que f (x) = sen z e g (x) = cos x. 


4. Em cada caso, calcule a integral indefinida , f (x) dz. 


1 1 1 
3+3 ()f=2sme-5 (d) f=(1+2) 


(e) f= (1+2)? (f) f=tg?r-vIFE (gf=vz+secdz (h) f= zya 


(i) f =2 +e! ()f=2+2xº+cos(27) (k) f = sec? (4x +2) (1) f = cos? z 


(@) f= -5e W) f= 


(m) f=2+sen?x (n) f = sec(2x)tg (2z) (o) f=(£+1)s™! (p) f=zr(x+1)! 


5. Mostre que F (x) = E exp (+z?), p £ 0, é a primitiva de f(x) = aP-lexp (+a?), tal que 


F (0) = +1/p. Agora, calcule as integrais indefinidas: 


(a) / zexp (22) de (b) / orad (e) / capa 


6. Determine a função f que satisfaz a: f” (x) =x? +e”, f (0)=2e f(0)=1. 


7. Se k é um número inteiro não negativo, calcule o valor de: 


27 T T/4 
(a) I enta (Db) / aine (o I o(a) sab Oa 


=F 


8. Encontre a equação da curva que passa no ponto A (—3,0) e cuja inclinação da reta tangente, em 


cada um de seus pontos (x,y), é m (x) = 2x + 1. 


9. DERIVAÇÃO SOB O SINAL DE INTEGRAL Deixe f ser uma função contínua em |a, b] e suponha 


que a (x) e 8 (x) sejam funções deriváveis em (a,b). Se 


B(x) 
TOREO 


mostre que ọ é derivável em (a,b) e deduza a Regra de Leibniz: 
g'(x) = f (8 (2)) B' (x) — f (a (x)) a' (x). (6.2) 


10. Usando a Regra de Leibniz (6.2), calcule y’ (x) em cada caso abaixo: 


Teus / "Sirra Wea / "eru pie / “cos (12) dt 


os £ 
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11. Em cada caso abaixo, calcule a integral definida de f, no intervalo 1 indicado. 


t sex <0 fo , Jele 
(a) I = [-1, 1]; rozl ariei (b) T = [-2,2]; f (x) = |z — 1| 
(c) T = [=m,7]; f(x) = |sen z| (d) T=[=m,7]; f(x) = x + |cos z| 
(e) I = [-3,5]; f(x) = |z? — 3x + 2| (£) I = |[-r, r]; f (x)= z- |z| 


6.2 Cálculo de Áreas Planas 
1. Em cada caso, calcule a área da região R. 


(a) R é delimitada pelas curvas y = xf e y = z?, para 0 < z < 1. 

(b) R é delimitada pelas curvas y = ẹṣ/z e y = r°, para 0 < x < 1. 
(c) R é delimitada pelas curvas y = |x| e y = —x?, para —1 < x < 1. 
(d i 


R é delimitada pelas curvas y = —z? + 4 e y = 2º. 
e 


f 


R é delimitada pelo eixo y e pelas curvas y = sen x e y = cos x, para 0 < x <r/4. 


( 
(£) R é delimitada pelas retas x = 0, x = 1, y = 2 e pela parábola y = z2. 
(g) R é delimitada pelas curvas y = £? e y = yz. 

(h) R é delimitada pela curva y = yz e pelas retas y = x — 2 e y = 0. 
(i) R é delimitada pela curva y = x? — 6x? + 8x e o eixo q. 


) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 


(j) R é delimitada pelas parábolas y = —z? + 6z e y = 2º — 2x. 


2. Em cada caso, esboce o gráfico da região R e calcule sua área. 


€ Rĉ, tal que 0 < gz < 1 e z? < y < yT}. 


€ R?, tal que -1 <z < 1e0< y< Ii. 


3. Considere a função f : R > R, definida por: 


2 + z3/4, para z < 0 
f(v)=4 2-zx-2,para0O<r<3 
16 — 4x, para x > 3. 
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5 

Calcule I f (x) dz e, também, a área entre o gráfico de f e o eixo x, de z = —2 até x = 5. Por 
-2 

que o valor da integral e o valor da área são distintos? 


4. Em cada caso, identifique a região do plano xy cuja área é representada pela integral e calcule o 
valor da área. 


(a) [as (b) f a f (4+ 37) dz f etdes f 2404 f 2- Vade. 


—1 5 —3 


5. Suponha que f : [—-a,a] > R seja uma função par e que g : [-a,a] — R seja uma função ímpar. 
Mostre que: 


tado =2[ fo) do e f o0z. 


—a 


6. Considere a função y = f(x), cujo gráfico está ilustrado na 


Figura 6.1 ao lado, e defina a função g por 


glz) = | fdt. 


(0) 
(a) Calcule g(0), g(1), g(2), g(3) e g(6). 


(b) Em que intervalo a função g está crescendo? 


(c) Quando g atinge seu valor máximo? 


6.3 Integrais Impróprias 


1. Investigue a convergência ou divergência das seguintes integrais impróprias. 


of m/s [ ovaa (a) S 


-1 y |z| 1 (5-7) o l+? 


(8 [5 (8) [56 (8) f zo (-2)do -(h) | ate» (-2º) de. 


RESPOSTAS & SUGESTÕES 


EXERCÍCIOS COMPLEMENTARES 6.1 
1. Recorde-se que F (x) é primitiva de f (x) quando F for derivável e F” (x) = f (x), em cada z. 


(a) Fl) = 45448 ()P()=]ot-2+3 (0) F(a) =m(e+1)+2. 
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2. quis eī(?-1) — exp (4 (x? — 1)). 
3. Usando as regras de derivação e considerando que f’ = g e g' = — f, encontramos: 


h'(x) = 2[f-— senz] |f’ — cosx] + 2 [g — cosx] [9' + sena] 


= 2[f — sen z] [g — cos z] + 2 [g — cos z] [- f + sen z] = 0 
e, portanto, h (x) é constante. Como h (0) = 0, segue que h (x) = 0 e temos o resultado. 


4. Antes de iniciar, não esqueça de lembrar as regras básicas de integração. 


1 
1 

(c) =2cost+ za tO. 

z% 2g 
(d gtg raro 
(e) arctg + C. 
(£) tga— x — (1+ nado, 
(g) 213/2 +tgr +C 
(h 279/24 C 


Í tg (4z +2) +C. 

5 (x + 4 sen 2x) +C 
3 (5x — > sen 2x) +C 
$ sec 2x + C 
xz+lnļ|e| +C 


) 
) 
) 
) 
) 
) 
(j) 2x + $x? + $ sen (2x) + C. 
) 
) 
) 
) 
) 
) 


xz+1-—ln|z+1|+ C. 

5. Com a primitiva F (x) = = exp (x?), p £ 0, encontramos: 
W tO (pote clero 

6. Integrando duas vezes a função f (x), encontramos 


r4 
f (2) = zte tkr+C 


4 
e, substituindo os dados f (0) = 2 e f’ (0) = 1, obtemos k = 0 e C = 1. Assim, f(x) = oTe 
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7. Recorde-se das regras básicas de integração e de algumas identidades trigonométricas. 


CE 


—— — k=2n-1. 
maa Y n 


(a) 0 (bÞ)O (c)7m/4, sek=0, 
8. Sendo a declividade no ponto (x,y) igual a 2x + 1, então: 
y=%+i>y=2+2+k 
e, considerando que y (—3) = 0, encontramos y = x? + a — 6, que é a equação da curva. 
9. SeF (x = [10 f (t) dt, então y (x) = F (8 (x))—F (a (x)) e, usando a Regra da Cadeia e o Teorema 
Fundamental do Cálculo, obtemos o resultado. 
10. (a) V1+x4 (b) [In (sen x)| cos x + [In (cos z) seng (c) e” cos(e”) — 2x cos(x? — 1)2. 


11. (a) 1/3 (b)5 (4 (d)4 (43 (E) -r?. 


lL (a) (b5 (J5 (d)16V2/3 ()v2-1 (D5 es MZ (8 DS. 


2. (a) 16/3 (b)9 (c)n2 (d)1/3 (e) 1/2 


3. f, f (x) dz = 3; A = 73/6. A integral de uma função contínua por partes y = f (x) , no intervalo 


a,b] , coincide com a área entre o gráfico de f e o eixo x, no caso em que a função é não negativa 


no intervalo. 
4. (a)1 (b)1 (c)5/2 (d) 32/3. 
5. Com a ao x = —t e observando que f é uma função par, encontramos: 


0 a a 
RE x) dz = — fio t) dt > ra ) dz = | faa | fajdo =2 f fin) da 


Na figura abaixo ilustramos a situação geométrica em que A representa o valor da integral no 


intervalo [0,4] A Figura 6.2a mostra uma função ímpar e a Figura 6.2b uma função par. 


COMPLEMENTOS 6 PRIMITIVAS & INTEGRAIS 75 


6. (a) 9(0)=0, 9(1)=2, 9(2)=5, g(3)=7 eg(6)=3 (b)em (0,3) (Jemz=3. 
EXERCÍCIOS COMPLEMENTARES 6.3. 


1. Recorde-se que a integral imprópria convergir significa que ela tem um valor numérico. Do con- 


trário, ela denomina-se divergente. 


(a) Temos 
1 dg . l dz . b da 
= m — + lim 
Sii |z| a>0t Ja vz b50- Jo 1 VT 
: 1 ; b 
= lim, [2/2], + im [-2/-2] ,2+2=4. 


Logo, a integral é convergente e tem valor 4. 


A dz f A dx . | 1 | 
— & lim E lim 
1 (5-2) b—>5- Jı (5-4) b>5- |5- z] 


lim E. =+ 
b—57 5—b 4 = S 


Assim, a integral é divergente (não tem valor numérico). 


(b) Neste caso, temos: 


(c) Divergente. 


(d) A integral é convergente, porque 


© dg f 
z = lim (arctan b — arctan 0) = 7/2. 


(e) Divergente. 
(£) Divergente. 


(g) De acordo com o Exercício 5, da seção 6.1, temos: 


/. a exp (—a?) dx = ima E a exp (—a?) da = im E exp a) 
= = i [1 — exp (—a°)] = z. 
Logo, a integral imprópria converge e tem valor —1/2. 
(h) Considerando a primitiva F (x) = -4 exp (—2º), determinada no Exercício 5 da seção 6.1, 
com p = 4, obtemos: 
o0 b 1 b 
| x? exp (—aº) di = im A x? exp (—aº) dx = dim -3 exp (ot) i 


dir: 4 o 
-3 dia [exp (—b4) — 1] = 1/4. 


